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Die klassische Methode mit Zirkel und Lineal

Wenn wir Geometrie treiben, verwenden wir dazu oft ein dufSerst
praktisches Werkzeug — das Geo-Dreieck. Es verbindet Lineal, Lan-
genmesser und Winkelmesser in einem Gerat. Man kann mit ihm mil-
limetergenau Langen und jeden beliebigen Winkel prazise zeichnen.
Der rechte Winkel ist leicht zu konstruieren und parallele Linien sind
mit dem Geo-Dreieck ebenso wenig ein Problem.
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Erstaunlicherweise haben die
Mathematiker in der griechischen

Christi Geburt) bei ihren Studien zur
Geometrie ganz bewusst auf solche
Messgerate fur Langen und Winkel
verzichtet. Nur ,,Zirkel und Lineal”
waren als Instrumente zum
Konstruieren zugelassen. Und mit
einem ,,Lineal” war nicht etwa unser
heutiges Lineal gemeint, das eine
Zentimeter- und Millimeterskala

hat, sondern lediglich eine gerade R A

Ausschnitt aus ,,Die Philbsophenschule von
Athen” von Raffael (1483-1520)
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Leiste. Albrecht Dlrer, der im
Mittelalter viele geometrische
Konstruktionen entwickelt hat,
nannte diese gerade Leiste ein
,Richtscheidt” — ein Wort, das bei
uns fast in Vergessenheit geraten
ist.

Was fir uns vielleicht wie eine
unnotige Erschwernis aussieht,
war fur diese Mathematiker
gerade eine besonders reizvolle
Herausforderung. In der
Philosophie Platons wurden

die Linie und der Kreis als die

A 2

Ausschnitt aus dem Bild ,,Melencolia“ von Alb-
recht Durer (1471-1528)

geometrischen Gebilde mit der grof3ten Vollkommenheit angesehen.

Mathematik war eher ein philosophischer Denksport als eine techni-

sche Methode um Probleme zu losen.

,Die Bedeutung der Geometrie
beruht nicht auf ihrem praktischen
Nutzen, sondern darauf, dass sie
ewige und unwandelbare Gegen-
stdnde untersucht und danach
strebt, die Seele zur Wahrheit zu
erheben.”

(Platon)

Bliste von Platon (427 — 347 v. Chr.)
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AulBerdem wussten die Griechen, dass mit dem Messen immer Un-
genauigkeiten verbunden waren. Doch es geht auch ohne Messen.
Zum Beispiel kann man einen Winkel halbieren, indem man die ,,Win-
kelhalbierende” konstruiert. Man muss daflir gar nicht wissen, wie
viel Grad der Winkel misst.

Abul Wefa und der "rostige Zirkel"

Noch strengere Regeln fir
geometrische Konstruktionen
stellte der persische Astronom
und Mathematiker Abul Wefa
auf. Er lebte im 10. Jahrhundert
in Bagdad (heute Irak). Abul
Wefa lehnte sogar den ver-
stellbaren Zirkel ab. Er forschte
danach, wie man alle Konstruk-

tionen auch mit einem festen
Zirkel, der seine Offnung nie dndert, durchfiihren kann.

Diese Idee wurde flr spatere Mathematiker immer mehr zu einer
mathematischen Spielerei. SpaBhaft nannten sie diesen festen Zirkel
den ,rostigen Zirkel” (weil er wie eingerostet sich nicht verstellen
lasst) oder beschrieben, wie sie eine geometrische Aufgabe mit Hilfe
einer ,, Gabel” gelost haben.

So weit gehen wir auf den folgenden Seiten aber nicht. Wir werden
die wichtigsten Grundkonstruktionen kennenlernen, die man in der
Geometrie standig braucht — und wir verwenden dazu ganz klassisch
einen Zirkel und ein Lineal.

—> Probiere alle Grundkonstruktionen aus!
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Eine Strecke halbieren — die Mittelsenkrechte

Wir haben eine bestimmte Strecke a mit den Endpunkten A und B
und wollen sie in der Mitte teilen.

e Stelle den Zirkel auf einen
Radius ein, der deutlich (><
groRer als die halbe
Strecke a ist.

e Schlage mit diesem Radius - d
einen Kreis um A und A
um B.
e Die Kreisbogen schneiden
sichin Cund D. %
e Verbinde die Schnittpunkte
CundD. %

e Diese Linie halbiert die _
Mittelsenkrechte

Strecke a.
Sie heillt al a2 —

,Mittelsenkrechte”. A
X

- Man muss iibrigens nicht immer volle Kreise ziehen. Es geniigt
meistens ein kleiner Bogen, wenn man abschétzen kann, wo
man ihn zeichnen muss.
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Ein Lot fallen — die Senkrechte

Wir haben eine Gerade a und suchen dazu eine Linie, die vom Punkt S
aus genau senkrecht zur Geraden a steht.

Stelle den Zirkel auf einen beliebigen Radius ein.

Steche im Punkt S ein und schlage einen Kreis um S.

Es entstehen zwei Schnittpunkte A und B auf der Geraden a.

Steche in A und B ein und ziehe um A und um B einen Kreis.
Es entsteht ein Schnittpunkt C.

S 'B\

e Verbinde die Punkte S und C.

e Diese Linie steht senkrecht auf der Geraden a. Sie heildt deshalb
,Senkrechte”.

Senkrechte (Lot) s
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Einen Winkel halbieren — die Winkelhalbierende

Gegeben sei ein Winkel a. Wir wollen ihn in zwei gleich grofse Winkel
teilen.

Winkelhalbierende

A S

e Stelle den Zirkel auf einen beliebigen Radius ein.

e Steche am Scheitelpunkt S ein und schlage einen Kreis.

e Esergeben sich die Schnittpunkte A und B auf den beiden
Schenkeln.

e Steche nunin A und B ein und ziehe jeweils einen Kreis.

e Aus den Kreisbdgen entsteht ein Schnittpunkt C.

e Verbinde diesen Schnittpunkt C mit dem Scheitelpunkt S.

e Diese Linie teilt den Winkel o genau in der Mitte in die gleich

grolen Winkel al und a?2.
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Eine Parallele konstruieren

Wir haben eine Gerade g und wollen eine zweite Gerade zeichnen,
die parallel verlauft. Diese soll einen bestimmten Abstand zur ersten

Gerade haben —sie soll durch den Punkt P verlaufen.
P

e Schlage einen Bogen k1 um P, so dass sich ein Schnittpunkt A auf

der Geraden g ergibt.

P

(]

k1

e Steche mit demselben Radius in Punkt A ein und trage den Radius

auf der Geraden g ab. Es ergibt sich ein Punkt B.

k1
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e Steche in Punkt B ein und schlage einen Bogen k3 wieder mit dem
gleichen Radius.
e Die beiden Bogen k1 und k3 ergeben einen Schnittpunkt C.

B k1\/
e
9 €%

&

]

——

e Die gestrichelten Linien zeigen, dass wir eine Raute konstruiert
haben, die vier gleich lange Seiten hat.
Deshalb sind die gegenliberliegenden Seiten parallel.

e Ziehe eine Gerade durch P und C. Dies ist die Parallele g’ zur

Geraden g.

k2

Geometrie der Polygone - Zirkel und Lineal © Markus Wurster



Eine Parallele durch Verschieben

Eine sehr praktische und nicht ganz so strenge Methode geht so:

e Ziehe eine erste Linie.

e Lege das Geodreieck mit
einer kurzen Seite an die
Linie.

e Lege an die zweite kurze
Seite des Geodreiecks
ein Lineal.

e Verschiebe das Geo-
dreieck entlang dieses
Lineals.

e So kannst du beliebig

viele Parallelen ziehen.

(Weil unsere Lineale
normalerweise ein Zenti-
metermal haben, kann
man den Abstand der
Linien direkt abmessen.)
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Eine Strecke regelmaRig teilen

e Zeichne zur Ausgangsstrecke a eine Hilfslinie b in einem beliebigen
Winkel.

e Stelle den Zirkel auf einen beliebigen Radius ein.
e Trage diesen Radius auf deiner Hilfslinie ab, und zwar so oft, wie
viele Teile die Strecke a erhalten soll (in unserem Beispiel 3).

A

D

e Verbinde den letzten Punkt D’ auf der Hilfslinie mit dem Endpunkt
D der Strecke a.

e Wenn du zu dieser Verbindungslinie DD’ durch die anderen Punk-
te C’ und B’ eine Parallele ziehst, teilen die Schnittpunkte C und B
die Linie a in genau drei gleiche Teile. Wie man die Parallelen
zeichnen kann, haben wir auf den vorherigen Seiten gesehen.

A B c D
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Unlosbare Probleme

Mit diesem ,Ristzeug” konnen wir an die klassischen Konstruktionen
der Polygone gehen. Wir kdnnen mit diesen Grundkonstruktionen
mit Zirkel und Lineal samtliche Konstruktionen von Polygonen in

Teil 7 ausfihren.
Aber es gibt auch Grenzen dieser Methode. Die antiken Mathemati-
ker stieBen auf drei Konstruktionsprobleme, die offenbar nicht mit

Zirkel und Lineal zu l6sen sind.

Die Quadratur des Kreises

Kann man ein Quadrat
- konstruieren, das denselben
Flacheninhalt wie ein gege-

bener Kreis hat?

Die Dreiteilung des Winkels
Kann man einen gegebenen Winkel in drei

B gleichgrofRe Winkel aufteilen?

Die Verdoppelung des Wiirfels
Kann man einen Wiirfel kon-

struieren, der das doppelte
- Volumen (Rauminhalt) eines
gegebenen Wirfels hat?
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Alle drei Aufgaben kann man nicht mit Zirkel und Lineal |I6sen. Man
kann die Mal3e naturlich errechnen und so die Losungen auch zeich-
nen, aber mit der ,griechischen” Methode geht es nicht.

Warum das so ist, war viele Jahrhunderte lang ein mathematisches
Ratsel. Unzahlige Mathematiker haben sich an diesen klassischen

Problemen versucht.

Der junge Franzose Evariste Galois konnte
Anfang des 19. Jahrhunderts am besten er-
klaren, warum die drei klassischen Proble-
me mit den Moglichkeiten der antiken Geo-
metrie unldsbar sind.

Diese antiken Probleme wurden im Laufe der Zeit sprichwortlich:
Man sagt heute noch im Ubertragenen Sinne ,,die Quadratur des
Kreises”, wenn man von einem Problem spricht, flir das es grund-
satzlich keine Losung geben kann.
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Exkurs: Geometrische Grundbegriffe

Wir haben bei den Grundkonstruktionen eine Reihe von Fachbegrif-
fen verwendet. Viele davon sind ganz leicht zu verstehen, weil wir sie
auch in unserer Alltagssprache verwenden. Andere Begriffe missen
zuerst geklart werden, damit man weil3, was gemeint ist.

Euklid schrieb etwa 325 v. Chr. ein
Mathematikbuch mit dem Titel
,Elemente”, das mit diesem Satz
beginnt:

,Ein Punkt ist, was keine Teile hat.”

Euklid wollte mit seinem Werk, das
aus 13 Biichern besteht, alles
sammeln, was bis dahin in der
Mathematik herausgefunden

Fantasiebild von Euklid aus der Neuzeit Wurde. Er beginnt mlt einer |angen

Reihe von Definitionen, um die Begriffe ganz klar zu formulieren.

- Lies einige Sditze aus den , Elementen”,
Wie wirkt diese mathematische Sprache auf dich?
Kannst du sie nachvollziehen?

Definitionen:

1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
Eine Linie ist eine Ldnge ohne Breite.
Die Enden einer Linie sind Punkte.

Eine Fliche ist, was nur Lénge und Breite hat.

oA WD

Die Enden einer Fldche sind Linien.
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Eine Linie, die keine Breite hat, kann man sich vorstellen — aber in un-
serer Wirklichkeit kann es so etwas nicht geben. Jede Linie, die wir
zeichnen, hat eine gewisse Breite.

Euklid weiR das natirlich. Als Mathematiker interessiert ihn aber
nicht so sehr das, was wir sehen und herstellen kénnen, sondern das,

|ll

was wir uns ,ideal”“ denken kénnen. Diese Denkweise geht auf Platon

zurtck und wird uns im 7. Kapitel wieder begegnen.

Euklid mochte zuerst die Grundlage definieren. Dann erst, so seine
Uberzeugung, kann man die Grundbegriffe auch anwenden und mit
ihnen die mathematischen Zusammenhange richtig beschreiben.
So geht man in der exakten Wissenschaft vor: Man beschreibt die
Voraussetzungen, die Grundlagen, und forscht dann, was daraus
folgt.

Das Originalbuch ging nach einigen Jahrhunderten verloren. In Agyp-
ten wurde dieses Teil einer Abschrift aus dem 1. Jhd. n. Chr. gefun-

den.

Die ,,Elemente” wurden nach der Erfindung des Buchdrucks in grofSer
Zahl nachgedruckt und wurden zum beriihmtesten Lehrbuch und
zum meist verbreiteten Buch neben der Bibel tber viele Jahrhunderte

hinweg.
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Euklid war nicht der einzige, der die mathematischen Begriffe defi-
nierte. Mathematiker haben zu allen Zeiten versucht, das, was sie
meinen, so klar und eindeutig wie nur moglich zu formulieren.

Hier ein paar Beispiele, wie der Begriff ,PUNKT" im Laufe der Zeit un-
terschiedlich definiert wurde:

4. Jhd. v. Chr. (PLATON): »Ein Punkt ist der Anfang einer Linie.”

4. Jhd. v. Chr. (ARISTOTELES): ,Ein Punkt ist eine unteilbare Einheit, die eine
Position besitzt.”

4. Jhd. v. Chr. (EUKLID): ,Ein Punkt ist, was keine Teile hat.”

1. Jhd. n. Chr. (HERON): ,Ein Punkt ist, was keine Teile hat oder eine
Begrenzung ohne Dimension oder die Grenze

einer Linie.”

6. Jhd. n. Chr. (SIMPLICIUS):  , Punkte sind Anfdnge von GréfSen und das,
woraus diese erwachsen. Weiterhin sind Punkte
die einzigen Objekte, die (iber eine Position
verfligen.”

21. Jhd. n. Chr. (HEUTE): Wie wiirdest du formulieren?
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Legematerial

Wir machen es zum Kennenlernen und Uben nicht ganz so kompli-
ziert — das Definitionsmaterial fiir die geometrischen Grundbegriffe:

Eine Linie, die einen Anfangspunkt
und einen Endpunkt hat,

heildt ...

Eine Strecke hat eine bestimmte Lange.

Eine Strecke ist die kirzeste Verbindung
zwischen zwei Punkten.

Man bezeichnet sie auch so: AB oder AB

> Lege die Kéirtchen mit den Definitionen aus.
Mache dir ein eigenes Definitionsbuch.
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Anhang: Ausschnitte aus Euklids ,,Elemente”

Definitionen:

© N & U A LN R

10.

11.

12.

13.

14.

Ein Punkt ist, was keine Teile hat.

Eine Linie ist eine Lénge ohne Breite.

Die Enden einer Linie sind Punkte.

Eine gerade Linie (Strecke) ist eine Linie, die zu den Punkten auf ihr gleichmdfig liegt.
Eine Fléche ist, was nur Ldnge und Breite hat.

Die Enden einer Fldche sind Linien.

Eine ebene Fléiiche ist eine solche, die zu den geraden Linien auf ihr gleichmdflig liegt.

Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander, die ein-
ander treffen, ohne einander gerade fortzusetzen.

Wenn eine gerade Linie, auf eine andere Linie gestellt, einander gleiche Nebenwinkel
bildet, dann ist jeder beiden gleichen Winkel ein Rechter.

Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie umfasste Figur mit der Eigenschaft, dass
alle von einem innerhalb der Figur gelegenen Punkte bis zur Linie laufenden Strecken
einander gleich sind.

Geradlinige Figuren sind solche, die von Strecken umfasst werden, dreiseitige die von
drei, vierseitige die von vier, vielseitige die von mehr als vier Strecken umfassten.

Von den dreiseitigen Figuren ist ein gleichseitiges Dreieck jede mit drei gleichen Seiten,
ein gleichschenkliges jede mit nur zwei gleichen Seiten, ein schiefes jede mit drei unglei-
chen Seiten.

Weiter ist von den dreiseitigen Figuren ein rechtwinkliges Dreieck jede mit einem rechten
Winkel.

Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man sie nach
beiden Seiten ins Unendliche verléngert, auf keiner einander treffen.

Postulate:

1.

LA WN

Es soll gefordert werden, dass sich von jedem Punkte nach jedem Punkte eine gerade
Linie ziehen lasse.

Ferner, dass sich eine begrenzte Gerade stetig in gerader Linie verldngern lasse.
Ferner, dass sich mit jedem Mittelpunkt und Halbmesser ein Kreis beschreiben lasse.
Ferner, dass alle rechten Winkel einander gleich seien.

Endlich, wenn eine Gerade zwei Geraden trifft und mit ihnen auf derselben Seite innere
Winkel bildet, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte, so sollen die beiden Geraden,
ins Unendliche verldngert, schliefSlich auf der Seite zusammentreffen, auf der die Winkel

liegen, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte.
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